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Verovatnosne logike

o Keisler sredina 70tih: Verovatnosni kvantori
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Verovatnosne logike

o Keisler sredina 70tih: Verovatnosni kvantori
@ Nilsson, N.: Probabilistic logic. Articial intelligence 28, 7187 (1986)
o Logitko rezonovanje nad prostorom verovatnoda

@ Vrednosti formula ostaju T ili L
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Logike sa operatorom uslovne verovatnoce

Verovatnosne logike
@ P>s,gdejese SC[0,1]
o (P>saAPsi(a— ) — P>.f3
@ Kripkeovi modeli sa merama verovatnoce definisanim preko svetova
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Logike sa operatorom uslovne verovatnoce

Verovatnosne logike
@ P>s,gdejese SC[0,1]
o (P>saAPsi(a— ) — P>.f3
@ Kripkeovi modeli sa merama verovatnoce definisanim preko svetova

Verovatnosne logike sa operatorom uslovne verovatnoce

@ Uvodimo novi operator CP(«, [3)

@ Kolorovljeva definicija uslovne verovatnode:

P(alB) = Z557, P(8) > 0
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Motivacija

R. Fagin, J. Halpern, N. Megiddo. Logic for reasoning about
probabilities.(1990) J

@ Logic for linear weight formulas (LWF)
w(a) 4+ 3w(B) — 5w(y) > 0.2

slaba potpunost + odlugivost (NP)
@ Logic for polynomial weight formulas (PWF)

w(a)?w(B) —5w(7) = w(a)w(7)

slaba potpunost + odlutivost (PSPACE)
@ Interpretation of polynomial weight formulas in first order logic

Vx(xw(a)? + w(B) = 0.7)

slaba potpunost + odlutivost (EXPSPACE)
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o LPCP je medulogika (u odnosu na LWF i PWF)
@ Dokazana je jaka potpunost za LPCP
o LPCP je odlutiva (PSPACE)

Bojan Marinkovi¢ (MISANU) LPCP ARGO 24.12.2008. 7 /38



Outline

© Sintaksa

(1)

Bojan Marinkovi¢ (MISANU) LPCP ARGO 24.12.2008. 8 /38



o Var = {pp | n < w} skup iskaznih promenljivih.
@ Forc skup iskaznih formula nad Var.

@ «, 3 iy elementi skupa Forc.
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o Var = {pp | n < w} skup iskaznih promenljivih.
@ Forc skup iskaznih formula nad Var.

@ «, 3 iy elementi skupa Forc.

Definicija
Skup Term svih verovatnosnih termova definiSemo rekurzivno na slededi
na&in:
o Term(0) ={s | s € Q} U{CP(e,B) | o, B € Forc}.
e Term(n+1) = Term(n)U{(f +g),(s-g),(—£f) | f,g €
Term(n), s € Q}

[e.e]
o Term = |J Term(n). O
n=0

v
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f,g i h promenljive koje oznalavaju termove
f+g=(f+g)

f+g+h=((f+g)+h)

—f = (1)

f-g=(f+(-g))

Takode, pisemo i P(«) umesto CP(a, T), gde je sa T oznalena
proizvoljna instanaca iskazne tautologije.
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Definicija

Osnovna verovatnosna formula je oblika £ > 0. Definisemo i skracenice:

ef<0za—f>0; ef>0za—(f<0) of<0za—(f=>0);
ef=0zaf<0ANf>0 oef#0za—~(f=0); ef>gzaf—g=>0.
Na slitan nakin definisemoif < g, f>g f<g f=gif#g. (]
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@ Verovatnosna formula je Boolean-ska kombinacija osnovnih
verovatnosnih formula.

@ Forp oznagavamo skup svih verovatnosnih formula.

@ ¢, i 6 promeljive iz skupa Forp

(1)
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Verovatnosna formula je Boolean-ska kombinacija osnovnih
verovatnosnih formula.

Forp oznatavamo skup svih verovatnosnih formula.

¢,y i 0 promeljive iz skupa Forp

For = Forc U Forp

&,V i © promeljive iz skupa For
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Model definiemo kao Kripkeov model, M uredena &etvorka (W, H, p, v)
za koju vazi:
@ W neprazan skup - skup svetova

o H algebra skupova nad W.
e 1 : H—[0,1] konatno aditivna funkcija verovatnoce

e v: Forc x W — {0, 1} istinitosna dodela.
o [aly={weW]|v(ia,w)=1}

Kazemo da je M merljiv ukoliko je [a]y € H za sve o € Forc.
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Definicija
Neka je M = (W, H, i, v) merljiv model. Relaciju zadovoljivosti |=
definiSemo na slede¢i nadin:

o M=« akoje via,w) =1zasve we W.

o M=f >0 ako je M > 0, gde je £M definisano sa:
M

o CP(0, B = la A A]) - u([6])
o (f4g)V =M ygh
o (s-g)M=s-g"

o(ff)M::f(fM).
e M= —¢ ako M £~ ¢.
e MEopANYpako MEogi MIE1. O
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@ Formula ® je zadovoljiva ukoliko postoji merljiv model M takav da
M= o.

(1)
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@ Formula ® je zadovoljiva ukoliko postoji merljiv model M takav da
M= o.

o & je validna ukoliko je zadovoljiva u svim merljivim modelima.

(1)
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@ Formula ® je zadovoljiva ukoliko postoji merljiv model M takav da
M= o.

o & je validna ukoliko je zadovoljiva u svim merljivim modelima.

@ Skup formula T je zadovoljiv ukoliko postoji merljiv model M takav
daMEdzasved e T.
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AXrpcp

Aksiome iskaznog racuna
Aksiome verovatnosnog raduna

Aritmeti¢ke aksiome

Pravila izvodenja
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Aksiome iskaznog ra¢una

Al. 7(®P1,...,®,), gde je 7(p1,...,pn) € Forc proizvoljna tautologija i
®; ili iskazna ili verovatnosna formula.
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Aksiome verovatnosnog rauna

A2. P(a) > 0;

A3. P(T) =1,

A4. P(L)=0;

A5. P(a«+ B8)=1 — P(a)= P(p);
A6. P(aV B) = P(a)+ P(5)

P(a A B);

A7. (P(aAB)=rAP(B) = ;; CP(o,8) =r-s~1,s>0.
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Aritmeti¢ke aksiome

f+g= g+f

. E+0=1;
. fE—£f=0;

Bojan Marinkovi¢ (MISANU)

(f+g)+h=f+(g+h);

(r-f)+(s-f)=r+s-1;

Aksiomatizacija

Alb6.
Al7.
Al8.
Al9.
A20.
A21.
A22.

LPCP

s (f+g)=(s-f)+ (s g)
r-(s-f)=r-s-f

1. f=f

ftzgvg=>_t

(f>gANg=>h)—£f>
f>g — £f4+h> g+h
(f>2gANs>0) »s-f>s-g
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Aksiomatizacija

Pravila izvodenja

R1. Iz® i & — WV izvodimo V.

R2. Iz a izvodimo P(«a) = 1.

R3. Iz skupa premisa {¢p — f > —n"!|n=1,2,3,...} izvodimo
¢p—1f>0
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© Saglasnost i potpunost
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Pregled

Indukcijom po duZini dokaza moZe se pokazati saglasnost aksiomatizacije i
klase merljivih modela.

(1)
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Saglasnost i potpunost

Pregled

Indukcijom po duZini dokaza moZe se pokazati saglasnost aksiomatizacije i
klase merljivih modela.

Da bi se dokazala potpunost, pokazujemo da je svaki konzistentan skup
reenica zadovoljiv.

@ Teorema dedukcije
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Pregled

Indukcijom po duZini dokaza moZe se pokazati saglasnost aksiomatizacije i
klase merljivih modela.

Da bi se dokazala potpunost, pokazujemo da je svaki konzistentan skup
reenica zadovoljiv.

@ Teorema dedukcije

@ Opis prosirivanja konzistentan skup T do maksimalno konzistentnog
skupa

@ Konstrukcija kanonskog modela na osnovu maksimalno konzistentog
skupa

@ Za svaki svet w kanonskog modela, re€enica A je zadovoljiva u w

akko A € w, Sto za posledicu ima da je skup T zadovoljiv

Bojan Marinkovi¢ (MISANU) LPCP ARGO 24.12.2008. 24 /38



Saglasnost i potpunost

Teorema dedukcije

Neka je T skup formula i neka je ®,W € For. Tada T F ® — W akko
TU{o} V.
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Saglasnost i potpunost

Teorema dedukcije

Neka je T skup formula i neka je ®,W € For. Tada T F ® — W akko
TU{o} V.

Lema

Neka je T konzistentan skup formula. Ako je TU{¢ — £ > 0}
nekonzistentan skup, tada postoji ceo broj n takav da je
TU{¢p — £ < —n"'} konzistentan skup.
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Saglasnost i potpunost

Definicija
Pretpostavimo da je T konzistentan skup formula takav da je
Forp ={¢; | i=0,1,2,3,...}. Sa T* defini¥emo zatvorenje skupa T na
sledeéi nadin:
Q@ To=TU{a€cForc| THalU{P(a)=1]| TF a}.
@ Ukoliko je T; U {¢;} konzistentan tada jei T;y1 = T; U{¢;}.
@ Ukoliko je T; U {¢;} nekonzistentan, tada:

@ Ukoliko je ¢; oblika v — £ >0, tada Tjp1 = T;U{¢p —» £ < —n_1},
gde je n pozitivan ceo broj takav da je T;;1 konzistentan.
@ Inate Tj11 = T;. O
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Saglasnost i potpunost

Teorema
Pretpostavimo da je T konzitentan skup formula i da je T* konstruisan
prema predhodnom. Tada:

@ T je deduktivno zatvoren, tj. ako T*F ® tada je $ € T*.

@ Postoje a € Forc i ¢ € Forp takvida oo ¢ T* i ¢ ¢ T*.

© Zasvako ¢ € Forp, ilije p € T*ili je ¢ € T*.
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Kanonski model

Za dato zatvorenje T, definiSemo kanonski model M* na sledeéi nadin:
e W je skup svih funkcija w : Forc — {0, 1} koje zadovoljavaju:

e w je saglasno sa =i A.
o w(a)=1zasvako o € T*.

e v: Forc x W — {0, 1} definisano je sa v(a, w) =1 akko w(a) = 1.
o H={[a] | « € Forc}.

e p: H—[0,1] je definisano sa
#a]) =sup{s € [0,1]NQ | T* F P(a) > s}.
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Saglasnost i potpunost

Lema
M* je merljiv model. J

(1)
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Saglasnost i potpunost

Lema
M* je merljiv model. J

Teorema jake potpunosti
Svaki konzistentan skup formula ima merljiv model. J

()
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Odlugivost

Teorema

Problem zadovoljivosti verovatnosnih formula je odludiv i nalazi se u klasi
PSPACE.

Prezapisivanje u PWF u linearnom vremenu:

cp(a. )= "0

(1)
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Primer: CP(c, 8) + CP(a,) > 3
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Primer: CP(a, 8) + CP(a,7) = %

PaAB) | Plann)
PG T PM) ©

N~
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Primer: CP(a, 8) + CP(a,7) = %

PaAB) | Plann)
PG T PM) ©

N~

aANB S (aANBAY)V(aABA—)

aANyE (aABAY)V(aA=FAY)

0 <

(aNBAYIV(aA=BA-Y)V (maABAY)V(~aABAY)
v e
(aABAYIV(@ABAY)V (maABAY)V (~aA=BA7)
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Primer: CP(c, 8) + CP(a,) > 3

Planp) Plany)
PO PG

N | =

aANB S (aANBAY)V(aABA—)

aANyE (aABAY)V(aA=FAY)

0 <
(aNBAYIV(aA=BA=Y)V (aABAY)V (maABA—Y)
v e
(aABAYIV(@ABAYV (maABAY)V (maA-BAY)

x1=PlaABNY)

xo = P(aABA—y)
x3 = P(aAN=3 A7)
x4 = P(a A =B A7)
x5 = P(ma A B A7)
x6 = P(ma A B A7)
x7 = P(maA=B A7)
xg = P(ca A =6 A )
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Primer: CP(«, 3) + CP(a,) >

N[=

x1=PlaANBAY)
aANB S (aANBAY)V(aABA—) xo = P(aABA—y)
aANyE (aABAY)V(aA=FAY) x3 = Pla N8 A7)
oR=s x4 = P(a A =B A7)
(aABAYIV(aA=BAYIV(~aABAY)V(-aABA—Y) x5 = P(—ma A B A7)
Ve X6=P(—\Oz/\ﬁ/\—vy)
(anBAYIV(@ABAY)V (maABAY)V(man=BAY)  xz = P(maA=f A7)

xg = P(-a A=\ —)

8 8 X1 + X X1 + x: 1
1 2 1 3
X x->0/\Ex-:l/\ + > =
8(’_/\1 'z pt ' X1+ xo + x5 + x7 x1+X3+X5+X7/2>
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Dosadasnji i buduéi rad

@ Zoran Ognjanovi¢, Jozef Kratica, Milo§ Milovanovi¢, A genetic
algorithm for satisfiability problem in a probabilistic logic: A first
report, 2001.

@ Zoran Ognjanovi¢, Uros Midi¢, Jozef Kratica, A genetic algorithm for
probabilistic SAT problem, 2004.

@ Zoran Ognjanovi¢, Uros Midi¢, Nenad Mladenovi¢, A Hybrid Genetic
and Variable Neighborhood Descent for Probabilistic SAT Problem,
2005.

@ Dejan Jovanovi¢, Nenad Mladenovié, Zoran Ognjanovi¢, Variable
Neighborhood Search for the Probabilistic Satisfiability Problem, 2007

e Uraditi dokazivat za LPCP (VNS i paralelizacija)
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Tehni¢ki podaci

EssLL il

@ ESSLLI je letnja $kola u organizaciji Association for Logic, Language
and Information (FoLLI)
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Tehni¢ki podaci

EssLL il

@ ESSLLI je letnja $kola u organizaciji Association for Logic, Language
and Information (FoLLlI)

o Odrzava se jednom godi¥nje u drugom evropskom gradu
@ 2008: Hamburg (~ 450 ulesnika) prva polovina avgusta

@ Program kurseva: 2 radne nedelje sa 4 slota kurseva (radionica) +
)

studenska sesija
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ESSLLI 2009

http://ess11i2009.1labri.fr/
Bordeaux, 20. - 31. jul 2009.
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