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CSP

Definicija

Problem zadovoljenja ogranic¢enja (CSP) podrazumeva dodelu vrednosti svakoj od
promenljivih koje u€estvuju u problemu. Svaka od promenljivih uzima vrednost iz svog
fiksiranog domena, dok ogranicenja koja figuriSu u problemu odreduju koje vrednosti
promenljivih ne mogu i¢i zajedno.

CSP redavadi

® Ukoliko postoji dodela koja zadovoljava sva ogranicenja, problem ima resenje

® Alati za reSavanje CSP - CSP resavaci

® Zasnovani na propagaciji i pretrazi

® Zahtevaju standardizovan ulazni jezik (npr. MiniZinc)

A\
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Modelovanje problema 8 dama u vidu CSP-a:

* Promenljive: x;za i € {1,...,8}, gde svako x; predstavlja broj reda u kojem ¢e biti
postavljena dama iz i-te kolone.
® Domeni: D; = {1,...,8} za svaku promenljivu x;.

e QOgranicenja:
1. Ogranicenja redova: Svaki red mora sadrzati tacno jednu damu:

Viije{l,....8} i<j = xi#Xx
2. QOgranicenja dijagonala: Dve dame ne smeju biti postavljene na istoj dijagonali:

Vi,jE{].,...,g} i<j == ‘XI_XJ|7£|I_J|
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SAT problem

Definicija

SAT problem predstavlja problem ispitivanja zadovoljivosti iskazne formule u proizvoljnom
obliku

Osobine SAT problema
® Pripada klasi NP-kompletnih problema

| A\

® Postoje efikasni alati koji resavaju SAT problem - SAT resavaci
o Najéesce kao ulaz dobijaju formulu u KNF obliku (DIMACS format)

® Brojne prakti¢ne primene - mnogi problemi se mogu modelovati kao SAT problem;
mnogi problemi se mogu svesti na SAT problem

Primer KNF formule

(PV =) A(rV qV —p)A(=rV—q)
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Svodenje CSP na SAT

® Nestrpljivo (eager) generisanje klauza - Kompletan problem se kodira u vidu KNF
formule

® Bira se vrsta kodiranja (uredeno, direktno, log...)
e Ukoliko je dobijeni SAT problem nezadovoljiv, polazni CSP problem nema resenja

® U suprotnom, potrebno je dekodirati zadovoljavajuc¢u valuaciju SAT problema kako
bi se dobilo resenje polaznog CSP problema.
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Korektnost kodiranja

Pitanje korektnosti

® Dosadasnji pristupi svodenju su mahom podrazumevali korektnost kodiranja, bez
formalnih garancija

® 7a primene gde je cena greske velika, ovo je Cesto neprihvatljivo

e Kod optimizacionih problema sa ogranicenjima zeleli bismo i garanciju optimalnosti
resenja
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Pristupi verifikaciji

Formalizacija

® Formalizacija pomocu interaktivnih dokazivaca teorema
® Daje formalne garancije, ali moze iziskivati znacajne napore

® Dokazuje se korektnost samo jednog konkretnog kodiranja

Generisanje obligacija

e Obligacije - tvrdenja cijim dokazivanjem se dokazuje korektnost prevodenja za
konkretne instance problema

® Ta tvrdenja se dalje mogu dokazati koris¢enjem SMT resavaca
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Tok reSavanja

Error

Figure: Tok resavanja koris¢enjem naseg alata
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FlatZinc-SAT kodiranje

Kodiranje domena promenljivih

® Pre kodiranja ograni¢enja, moraju se zadati domeni promenljivih
® Tri tipa promenljivih: celobrojne, logicke (bulovske), skupovne
® Dva smera - kodiranje domena KNF formulom; dekodiranje zadovoljavajuée valuacije

® Konzistentnost dodele - svaka promenljiva uzima ta¢no jednu vrednost iz domena
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Celobrojne promenljive

Uredeno kodiranje

® Kodiranje - za svaku vrednost a iz domena promenljive x postoji iskazna promenljiva
koja je tacna akko x < a

Vae {l(x)—1,...,u(x)}, pxaex<a

® Dekodiranje - Pronadi vrednost i za koju je py; tacno, a px;—1 netacno

o Kako bi se obezbedila konzistentnost dodele dodaju se sledece klauze u KNF formulu:

Vie {/(X)7 S U(X)}a TPxi—1 V Px,i

TPx,I(x)—1

Px,u(x)
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Pomoéne promenljive

Koris¢enje pomoc¢nih promenljivih

U situaciji kada je iskaznu formulu u DNF-u potrebno prebaciti u KNF, kako bi se
smanjio rezultujuéi broj klauza, moguce je iskoristiti pomocne promenljive. Ovo dolazi uz
cenu odrzavanja ekvizadovoljivosti formule, ali ne i ekvivalentnosti. Konverzija se vrsi na

sledeéi nadin:

\//\PUH/\/\ (pyj V =hi)

i=1j=1 i=1j=1

pri ¢emu je potrebno dodati i disjunkciju pomoénih promenljivih:
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Primer kodiranja

Primer kodiranja jednostavnog ogranicenja

Kodiranje ograni¢enja x+ y # 4 za Dy, D, = {1, 2, 3}:

—xo A xg A (=xp V x1) A (—x1 V x2) A (—x2 V x3)
A=yo Ays A(=yo Vy1) A=y Vye) A(my2 Vys)
A —=h VxVy
A —h1 V xgV y
A —h1 V x3 V y
A —ha V =x1 V —ys
A —ha V =xo V —yp
A —ha V =x3 V iy
A h1 V hy
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Logicki okvir

Osnovni pojmovi

® Za formalno rezonovanje o CSP problemima koristimo visesortnu logiku prvog reda

® Domen promenljive x celobrojne sorte, u oznaci D(x), je podskup skupa celih brojeva,
odreden ogranicenjima domena. Na primer, za D(x) = {1,2,3,4,5} ogranitenja
domenasux>1ix<5

® Neka je P CSP problem nad promenljivama {xi,...,x,}. Tada je prostor pretrage
problema P, u oznaci Dom(P), skup D(x1) x --- X D(xp)

e Kazemo da je Sp potprostor problema P, ako vazi Sp C Dom(P). Potprostor Sp je
najcesce zadat pomocu ogranicenja

Postavka problema svodenja

® Neka su dati CSP problemi Fi G (u nasem kontekstu F e biti FlatZinc model, a G
SAT problem). Zelimo da pronademo relaciju svodenja R koja ¢e uspostaviti
preslikavanje izmedu reSenja problema F i problema G
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Logicki okvir

Za ranije navedeni primer ogranicCenja x+ y # 4, problem F je predstavljen slede¢om
logickom formulom:

Fix,y) =x>1Ax<3Ay>1Ay<3A(x+y<3Vx+y>5)

Problem G je predstavljen ranije navedenom SAT formulom.
Relacija R je data pravilima uredenog kodiranja:

X0 x<0A
x1 e x<1A

3 y<3
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Definicije svojstava

Sadrzavanje
KaZemo da je potprostor Sp sadrzavajuci ukoliko sadrzi sva resenja polaznog problema P

e Kazemo da je relacija R levo-totalna u odnosu na potprostore Sg i Sg ukoliko za
svaku torku u € Sf postoji torka v € S takva da vazi R(u, v)

e Kazemo da je relacija R desno-totalna u odnosu na potprostore Sg i Sg ukoliko za
svaku torku v € Sg postoji torka u € Sr takva da vazi R(u, v)

Saglasnost
Kazemo da je relacija R saglasna ukoliko za svako u € Sg i svako v € S¢ za koje vazi
R(u,v), vazi i da je u reSenje problema F akko je v reSenje problema G
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Zasto se ograni¢avamo na potprostore?

Narusena saglasnost

® U ranije navedenom primeru, postoje resenja problema F koja su u relaciji sa
valuacijama koje nisu resenje problema G (dobijenim postavljanjem h; i hy na false)

® Posledicno, relacija R nije saglasna.

® Razlog lezi u pomoénim promenljivama

v
Resenje

Ograni¢avamo se na potprostor Sg¢:

hy = ((x1Vy1) A(xoVy2) A(x2Vy)) A
hy = ((—|X1 V —|y3) A\ (_‘X2 V —|y2) A\ (—|X3 V —|y1)) A
h1 V hg
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Zasto se ograni¢avamo na potprostore?

Narusena leva-totalnost

® Sada postoje torke u Dom(F) koje nisu u relaciji ni sa jednom torkom iz S¢ (dobijene
za dodele kod kojih je i x+ y < 3 i x+ y > 5 netaéno).
® Posledicno, relacija R nije levo-totalna

Resenje

Ogranicavamo se na potprostor Sg:

x+y<3Vx+y>5

o’

Relacija svodenja

Relacija R je sada relacija svodenja nad Sg i Sg, a posledi¢no se moze koristiti za
svodenje problema F na problem G.
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Dokazivaje svojstava

Sadrzavanje

Vx1 ... Xn P(X1, ..oy Xn) = Sp(X1, ..., Xn)

Leva-totalnost i desna-totalnost

Vxi .o o XnSE(X1, oy Xn) = (Tvi oo Ym- Sy - Ym) A R(X1, - ooy Xny Y1y e ooy Ym))
Vyieo Ym-Se(Wis -y ¥Ym) = (3x1 ... xn.SE(x1, ooy xn) A R(X1y -« oy Xny Y1y e ooy Yim))

Saglasnost

VX1 .o XnY1 - Ym-
SE(X1y -y Xn) ASG(V1y -y ¥Ym) AR(X1, -« oy Xny Y1y e o s Ym) =
(F(x1,...,xn) < G(y1,---,¥Ym))
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SMT kodiranje

Svrha SMT kodiranja

e Zelimo da predstavimo oba problema na SMT-LIB jeziku, kako bismo za dokazivanje
tvrdenja iskoristili SMT resavac

® SAT problem se predstavlja trivijalno

® Vecina FlatZinc ogranicenja se predstavlja trivijalno

® int_plus(x, y, z) se kodira kao (= (+ x y) z) u LIA teoriji
® int_max(x, y, z) se kodira kao (= z (ite (> xy) x y)) u LIA teoriji

® int_times(x,y, z) se kodira kao (= (* x y) z) u NIA teoriji
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SMT kodiranje

Netrivijalna ogranicenja

® |pak, postoje ogranicenja koja nije trivijlano kodirati

® QOvde lezi najveca "rupa” naseg pristupa - SMT kodiranju moramo verovati
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SMT kodiranje

Primer netrivijalnog kodiranja

(define-fun mzn _mod_f ((x Int) (y Int)) Int
(ite (and (< x 0) (distinct (mod x y) 0))
(- (mod x y) (abs y))
(mod x y)

)

(define-fun mzn_mod ((x Int) (y Int) (z Int)) Bool
(and
(distinct y 0)
(= z (mzn_mod_f x y))

)

(mzn_mod x y z) ; encodes int_mod(x,y,2z)
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Zakljucak

Zavrsni komentari

® Fvaluacija
® Demonstracija alata

® Pitanja, komentari i ideje
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HVALA VAM NA PAZNJI
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